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Matematiska modeller

Orjan Hansson, Hogskolan Kristianstad

Att arbeta med modelleringsuppgifter i undervisningen innebir att elever utifrin olika var-
dagliga och andra utommatematiska situationer skapar och anvinder en matematisk modell.
Det innefattar att tolka resultat som den matematiska modellen ger samt utvirdera mo-
dellen och att klargdra dess begrinsningar och férutsittningar. Modelleringsprocessen in-
nebir ett utforskande arbetssitt dir elever provar, diskuterar och justerar sin modell. Det dr
ett arbetssitt som leder till ett aktivt lirande och ett mer produktivt sitt att tinka i matema-
tik (Lesh & Zawojewski, 2007). Genom modelleringsaktiviteter kan elever dven pa ett na-
turligt sitt komma i kontant med situationer som visar olika tillimpningar av matematik
och dess betydelse f6r andra imnesomraden.

Konstruktion av ett kvantitativt matt

Vi kan himta manga modelleringsuppgifter ur var vardag. En sadan uppgift kan till exempel
besti i att beskriva olika relationer med kvantitativa matt, som hur nira ett rektangulirt
objekt (en bordskiva, en matta, en tavelram, en plitbit, en kakelplatta etc.) dr en kvadrat till
sin form. Uppgiften tas upp i en problemsamling som skapades i samband med Balanced
Assessment in Mathematics Program vid Harvard Graduate School of Education (Concord

Consortium, 2007). Vi kan exempelvis introducera uppgiften som salunda:

Ebbe och Siri besoker en mobelaffir f6r att kopa ett matbord och vill att bordsskivan
ska ha form av en kvadrat. I mébelaffiren finns matbord med rektangulira bordsski-
vor men inget dir bordsskivan dr en kvadrat. De bestimmer sig da f6r att képa det
matbord dir bordskivan dr mest lik en kvadrat. Hjilp dem att bestimma en metod {6
att avgora vilken bordsskiva som dr mest lik en kvadrat.

Uppgiften innebir att eleverna formulerar ett mitt som anger hur nira en rektangel ir en
kvadrat till sin form och hur detta matt fordndras dd rektangeln dndrar form. Uppgiften kan
anvindas for olika kurser och ger eleverna maoijlighet att utforma egna modeller, att jamfora
sina modeller och diskutera f61r- och nackdelar med olika modeller. Eleverna deltar i en
process dir de formulerar ett matt, genomfor berdkningar f6r mattet, tolkar och kontrolle-
rar sina resultat, som kan innebdra en omformulering av mattet, se figur 1.
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Fignr 1. Schematisk bild av arbetsprocessen vid modellering.
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For att underlitta jimforelser av olika modeller dr det limpligt att dela ut ett papper med en

uppsittning rektanglar, se figur 2.

(1:100)

Fignr 2. En uppsittning rektanguldra bordsskivor.

Erfarenheter av uppgiften

Erfarenheterna frin Balanced Assessment visar att elever 1 hog grad baserar sina modeller
pé lingden av rektangelns sidor. Det dr vanligt att de anvinder differenser av rektangelns
hojd H och bas B, som H-B eller (H-B)/(H+B). En del uppmirksammar di att deras matt
kan ge negativa virden och bortser frin tecknet fér att arbeta med icke-negativa matt. Mat-
ten som eleverna utformar under férsta delen av modelleringsprocessen ger ofta olika vir-
den for likformiga rektanglar, for att dtgirda detta kan de utnyttja att férhallandet mellan
sidorna 4r konstant. Det hinder d4 att elever liter mattet besti av kvoten H/B som de se-
dan vidareutvecklar for att fi samma virde da rektangeln roterar 180° som i fallet (H/B +
B/H)/2. Uppgiften ger eleverna mojlighet att utforma sina modeller pa ménga olika sitt
och det férekommer dven att de basera matten pa rektangelns area eller skdrningsvinkeln
mellan rektangelns diagonaler. Vi ska nidrmare studera tre modeller i féljande avsnitt.

En jamforelse av olika matt

Vi ska nu se ndrmare pa vad det kan innebdra att arbeta med uppgiften och utgar fran (se
figur 3):

I.  differensen mellan rektangelns lingsta och kortaste sida,
II.  torhillandet mellan arean av rektangeln och den 1 rektangeln stérsta inskrivna

kvadraten.

III.  forhallandet mellan stdrsta skdrningsvinkeln f6r diagonalerna och en rit vinkel.
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Differens

Figur 3. Ilustration av modell I, 1T och III.
Om vi till exempel berdknar mattet f6r en rektangel med sidorna 3 och 7 lingdenheter sa

farviifall : 7-3=4,1 fall 11: 3-7/3-3=7/3=2,33 och i fall 11T: 134/90 =1,5 dir storsta
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skirningsvinkeln dr 134 grader. Vi ser dven att berikningen av matt II kan forenklas till 7/3
och mattet kan likavil formuleras som: férhéllandet mellan rektangelns lingsta och kortaste

sida.

Hur matten forandras

Vi kan tydliggéra hur métten férindras med hjilp av en tabell dir rektangelns kortsida vati-
erar och langsidan 4r 7 lingdenheter som i vart tidigare rikneexempel, se tabell 1.

Tabell 1
Moattens virde di langsidan dr konstant 7 medan kortsida och stirsta skdrningsvinkel varierar
Langsida 7 7 7 7 7 7 7 7
Kortsida 0,5 1 2 3 4 5 6 7
Skirningsvinkel | 172 164 148 134 121 109 99 90
I 0,5 6 5 4 3 2 1 0
I 14 7 3,5 2,33 1,75 1,4 1,17 1
111 1,91 1,82 1,65 1,48 1,34 1,21 1,10 1
A A
15T
5 10
5
0 5 kortsida 0 5 kortsid’a
I II
A
2
.
0 5=0 1 (;0 B 15:>0 2(;0‘

storsta skdrningsvinkel

III

Fignr 4. Mattens grafer da lingsidan ér konstant 7.

Det framgir av tabellen att matten avtar dd kortsidan 6kar (storsta skdrningsvinkeln mins-
kar) och rektangelns form nirmar sig en kvadrat, medan matten vixer da den storsta skir-
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ningsvinkeln 6kar (kortsidan minskar) och rektangeln blir allt mindre lik en kvadrat, jimfor
med figur 4. Métt I och I1I 4r bada begrinsade medan matt I 4r obegrinsat.

Hur modellerna péverkas av skala

For att vidare underséka modellernas egenskaper och begriansningar kan vi halvera rektang-
elns sidor. D4 dndras rektangelns storlek men den behiller sin form. Tabellvirdena f6rind-
ras for matt I men inte f6r matt 11 och 111, se tabell 2. Matt 11 och III 4r oberoende av skala,
till skillnad fran matt I. En modell som miter hur nira en rektangel dr en kvadrat till sin
form blir mer anvindbar om den dr oberoende av skala. For att préva detta kan vi inkludera
likformiga rektanglar bland de rektanglar som eleverna arbetar med — som A och F i figur 2,
vidare 4r B och E lika stora.

Tabell 2

Mattens virden da rektangelns sidor har halverats

Langsida 3,5 3,5 3,5 3,5 3,5 3,5 3,5 3,5
Kortsida 025 | 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5
Skirningsvinkel | 172 | 164 | 148 | 134 | 121 | 109 99 90
I 3,25 3 25 2 1,5 1 0,5 0

11 14 7 35 | 233 | 1,75 | 14 | 1,17 1

11 191 | 1,82 | 1,65 | 148 | 134 | 121 | 1,10 1

Modellernas olika samband

Om vi liter x och y vara lingden av rektangelns kortsida respektive lingsida och » den
storsta skirningsvinkeln mellan diagonalerna, sa kan matten skrivas som (I) y—x, (IT) y/x,
respektive (III) »/90. Vi ser speciellt att mitt IIT 4r direkt proportionell mot ». I vira tidigare
berdkningar var lingsidan konstant 7 och vi lit kortsidan x variera. Matt I gav da ett linjdrt

samband 7—x och matt II en omvind proportionalitet 7/x, jimfor med figur 4.

Rektanglar med lika area

Vi kan utnyttja att matt I och III 4r oberoende av skala och begrinsa oss till att studera
rektanglar med lika area, for att undersdka hur mattet forindras dé rektangels form dndras.
Lat till exempel rektanglarnas area vara 1 dm? Om x och y ir rektangelns kortsida respek-
tive langsida blir xy = 1,54 y =1/, ddr 0<x=<1 och 1 <y. Matt II kan nu anges med ez
variabel vilket undetlittar en studie av modellen — vi far y/x = (1/x)/x =1/x% Man kan
dven bestimma matt IIT utifrdn kortsidan x genom att ta fasta pa tan(r/2) = y/x. Om rek-
tangelns area dr 1 dm? far vi tan(»/2) = 1/x? vilket kan utnyttjas for att berdkna »/90. Speci-
ellt ar matt 111 inte direkt proportionell mot x till skillnad frin », jimfér med figur 5.
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Figur 5. Mittens grafer f6r rektanglar med lika area.

Fler exempel p& modelleringsuppgifter

Knutar pé ett rep

Sla en knut pa ett rep. Hur mycket kortare blir repet? Sla fler knutar pa repet och mit repets
lingd f6r varje ny knut. Upprepa f61 rep av olika tjocklek. Still upp en matematisk modell
som for varje rep anger hur mycket kortare repet blir da man slar x knutar pa repet. Vilka

férutsdttningar krivs for att modellerna ska fungera? Hur stort kan x vara?

Kommentarer: Uppgiften kan 16sas experimentellt dir elever far tillgang till rep av olika tjock-
lek. Genom att plotta lingden y av repet mot antalet knutar x 1 ett koordinatsystem sa fram-
gar det att vi har ett linjdrt samband. Anpassar man en rit linje efter mitdata s ger det
y=kx+m dir m idr lingden av repet och £ lingdskillnaden d4 man slir en knut pa repet (&£ =
/—b dir /ér den lingd rep knuten innehaller och & knutens bidrag till repets lingd). Vi far
olika lutning pa linjerna beroende pa repets tjocklek. Modellerna férutsitter att knutarna ér
lika stora och att man drar dt knutarna ungefir lika hért sa att lingdskillnaderna blir kon-
stant. Det finns dven en vre grins f6r hur méanga knutar man kan sla pd repet som av
praktiska skal 4r mindre dn 7//. 1 uppgiften stiller man upp en modell for vatje rep. Upp-
giften kan vidareutvecklas s att man dven stiller upp en matematisk modell f6r hur repets
lingdskillnad varierar beroende pa repets tjocklek.

Brador fran en tall
Anta en tall sdgas upp i 2,5 cm tjocka och 30 cm breda bridor. Utforma tvd matematiska
modeller som anger hur manga meter bridor man fir da tallens diameter (mitt ca 1,3 m
Over marken) varierar. Anvind nedanstiende tabell £6r att testa modellerna.
Tallens dia- 0,43 | 048 | 0,51 | 058 | 0,64 0,71 | 0,81 |0,97 [099 | 1,04
meter (m) ‘ ‘ ‘
Bridor (m) |58 [76 |98 |[174 |216 |344 |375 | 768 [789 |[896

a) Utga i ena modellen frdn att tallarna har formen av en cylinder och ungefir samma hojd.
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b) Utga 1 andra modellen fran att tallarna har formen av en cylinder och att héjden ir pro-
portionell mot diametern.
¢) Jamf6r de tva modellerna. Vilken modell tycks fungera bist?

Kommentarer: (a) Lit x och y ange tallens diameter respektive antal meter bridor. Tridet har
volymen mh(x/2)? m3, dir hojden 4 ir konstant. Bradans volym ar 0,250,301 = 0,075 m?
per meter. Vi far dirmed y = mh(x/2)2/0,075. Alltsa, y = kx2 dir &£ = mh(1/2)2/0,075 sé y ir
proportionell mot x2 Vi kan underséka om modellen 4r rimlig med hjilp tabellvirdena och
plotta y mot x?, se figur 6. Genom att dra en linje som ansluter vil till punkterna far vi y =
951x2—152. Tabellvirdena ger alltsd inget bra stéd 4t modellen y = &x2.

1000 -
800 -
600 -

400 - 'S

200 -

0 T T 1
0,00 0,50 1,00 1,50

Figur 6. Tabellvirdena dir y plottats mot x2.

(b) Om vi later tallens héjd 4 vara proportionell mot diametern x, dvs. 4 = ¢x, s blir tridets
volym mh(x/2)? = mex(x/2)2. Briadans volym dr 0,075 m3 per meter och vi far y =
mex(x/2)2/0,075. Alltsd, y = Ax? dir £ = me(1/2)2/0,075 sd y ir proportionell mot »3. Ut-
nyttja tabellvirdena och plotta y mot x7, se figur 7. Linjen y = 811,2x°-0,07 ansluter vil till
punkterna. Vi fir en modell y = 81157 som stimmer vil 6verens med tabellvirdena.

1000

800

600

400 7y 3
200

*3
O T T 1

0,00 0,50 1,00 1,50

Fignr 7. Tabellvirdena dir y plottats mot x2.
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(c) Av ovanstidende framgar att antagandet i uppgift b leder till en bittre matematisk modell
dn antagandet 1 uppgift a.

Stegar och hérn

Tva personer ska bira en stege till ett férrdd. De kommer da att passera

tlera horn av olika bredd och vill f6rst underséka om det dr mojligt att

transportera stegen den tinkta vigen. Utforma en modell som de kan an-

vinda for att avgéra om stegen kan passera ett hérn. Gangen ir lika bred pa vardera sidan

om ett horn.

Kommentarer: Vi kan anta att stegen birs parallellt med marken. Betrakta den ritvinkliga

triangel ACF i figur 8. Hypotenusan minimeras da triangeln ACF ir likbent. Det kan man
inse pa flera olika sitt. Ett sitt 4r att mita hypotenusan i triangeln ACF och géra en tabell.
Ett annat sitt 4r att konstatera att trianglarna ABD och DEF i figur 8 ir likformiga, sa y/b

= b/x, dvs. y = I?/x, och strickan AF blir v x°+b?+/ (b? /x)? +b?. Eftersom x 6kar mer
in vad 4?/x minskar dd x = b sd minimeras strackan AF nir x = b. Stegens lingd kan dir-

med hégst vara 2v2h = 2,83h. En tumregel ir foljaktligen att stegen ska vara kortare 4n 2,8

ganger bredden av gingen fOr att passera ett hérn.

y=0/x
—t
A B C
1N\
D E
}x
F
S
b

Fignr 8. En stege 1 ett horn.

En rulle hushallspapper

a) Utforma en matematisk modell som anger hur minga meter en rulle hushallspapper in-
nehaller.

b) Anta att hushallspapperet anvinds i samband med olika rutinartade staduppgifter. Still

upp en matematisk modell som anger efter hur manga dagar en rulle hushéllspapper tar slut.

Kommentarer: (a) Vi kan till exempel betrakta ett tvirsnitt av pappersrullen déir den inre och
yttre cirkeln har radien 7 respektive R. Tvirsnittsarean blir da mR>—mt7? = t(R?>—#?). Rullar vi
ut hela pappersrullen si motsvarar denna tvirsnittsarea /¢ dir /dr den sékta lingden och #
pappetstjockleken. Foljaktligen it /# = m(R>—?) sa /= m(R?>—?)/#. Ett annat sitt att resonera
ar att addera hushallspapper lager for lager, ddr yttersta lagret dr 2nR nista lager dr 2n(R-7)
o.s.v. for att fa summan 2nR+2n(R-#)+2n(R-24)+...+2nr = 2n(R+(R-2)+(R-24)+...+r) =
2n(R+7n/2 dir » dr antalet termer, dvs. antalet lager # = (R-7)/#, s4 2n(R+7n/2 =
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T(R+7(R-r)/t = m(R2—?) / ¢ vilket ger samma formel som tidigare. (b) Om vi antar att man i
genomsnitt forbrukar lingden x hushallspappet per dag sd tar det (m(R%—2)/7)/x = m(R>—
)/ (#x) dagar innan hushallsrullen ar slut. Men, det r rimligt att anta att man anvinder en
lingre bit hushallspapper om papperet dr tunnar och en kortare bit om papperet ir tjockare.
Den genomsnittliga férbrukningen av hushallspapper idr alltsa snarare knuten till volym 4n
lingd. Om vi i genomsnitt anvinder volymen » hushallspapper per dag far vi » = xzb, dir b
ar rullens bredd. Sa x = »/#h = £/t dir &£ = v/ b, den forbrukade lingden x idr alltsd omvint
proportionell mot tjockleken 7 Vi fir att rullen ricker m(R2—2)/(#x) = m(R>—)/ & dagat.

En rullande plastmugg

En plastmugg rullar ivig pa golvet.

a) Hur ser den bana ut som muggen firdas lings?

b) Fundera 6ver hur plastmuggens dimensioner paverkar banans utse-
ende. Skissa nagra olika banor som illustrerar vad du kommer fram till.
¢) Still upp en matematisk modell som beskriver plastmuggens bana.
d) Utnyttja modellen for att underséka hur plastmuggens dimensioner
kan férindras utan att banan dndras.

Kommentarer: (a) Plastmuggen firdas i en sluten cirkuldr bana, se figur 9. (b) Banans utseende
paverkas av muggens Sppningsradie 7, bottenradie 72, och sidans lingd /. Genom att stu-
dera muggar av olika form kan man iaktta olika samband, som att banan kréker mer och
bildar en mindre cirkel d4 differensen 77 — 7> 6kar eller /minskar (r1 > ). (c) Vi fortsitter
med att berdkna banans yttre radie Ry och inre radie Ry, se figur 9. Cirkelsektorerna fér
banans inre och yttre cirkel dr likformiga vilket innebir att Ro/(/+ Rz)= 2mr/2nr som ger
Ro =17/ (r1 — 1), vidare 4r R; = R, + /.

Fignr 9. Muggens cirkulira bana samt cirkelsektorn da muggen rullar ett varv kring sin egen

axel.

(d) For att tva plastmuggar med olika form ska ha samma bana sia maste forstas deras ba-
nor ha samma bredd (dvs. sidolingd /) och samma inre radie. Genom att utnyttja formeln
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for banans inte radie far vi /r2/(r1 — r2) = [ 52/ (51 — 52), dit 57 och sz dr Sppningsradien re-
spektive bottenradien for den andra muggen. Sa 72/ (r1 — r2) = 52/ (s1 — $2), forling hogerledet
med en konstant & sd att 7> = kso. DA blir 72/ (r1 — 1r2) = ksa2/ k(s1 — 52) = ks2/ (ks1 — ksz) =

12/ (fes1 — r2) vilket ger 71 = /ks;. Muggarna har alltsd samma bana om sidolingden /ir lika och
r1/s1=r2/s2= kdvs. r;/r2 = 51/s2 = k. Banan bli alltsd oférindrad dé sidolingden ar ofor-
dndrad och forhallandet mellan 6ppningsradien och bottenradien dr konstant.

Problemsamlingar

Den inledande uppgiften om rektangulira former var inspirerad av ”Square-Ness” i pro-
blemsamlingen frin Balanced Assessment (Concord Consortium, 2007). Uppgiften kan
enkelt anpassas till olika geometriska figurer och man kan till exempel underséka hur nira
en triangel dr en liksidig triangel till sin form eller hur ndra en parallellogram 4r en rektangel
till sin form. Préva sjilv att konstruera en uppgift eller lat eleverna konstruera uppgifter for
andra geometriska objekt. Att konstruera kvantitativa matt £6r hur néra”, ”bra” eller lika”
ndgot dr i form, skick, prestation etc. kan man gbra i manga olika sammanhang och mita
med olika metoder och modeller. Uppgifternas karaktir innebir att de ofta kan anvindas i
flera kurser med modeller baserade pa olika matematiskt innehall.

Andra exempel pa s.k. "Ness”-uppgifter dr bl.a. Bumpy-Ness (ojimnheter pé sfiriska ob-
jekt), Compact-Ness (tithet av punktkluster), Curvy-Ness (vigkurvors krokning), Disc-
Ness (cylinderformade objekt), Fit-Ness (vigdragning). Samtliga uppgifter ir tillgingliga via
hemsidan f6r Balanced Assessment. Problemsamlingen innehéller uppgifter av olika karak-

tir som alla dr graderade efter hur vil de knyter an till modelleringsaktiviteter. Uppgifterna
ir dven graderade efter vilket omride inom matematik som berdrs och vilka framtridande
idéer uppgiften rymmer. Erfarenheter om uppgifterna fran projektet samt bedémningsan-

visningar finns ocksa angivna.

En svensk resurs édr Strivorna vid Nationellt centrum £6r matematikutbildning som ger
térslag pa modelleringsuppgifter f6r grundskolan och gymnasieskolan. Hir finns ocksé en
indelning av uppgifter dir man tar fasta pé olika omriden i matematik som algebra, sanno-
likhet och statistik, geometri, samband och férindring etc.
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